
物理学科学生出版会 1997年度 教育数学 1

1997年度 入学試験一般教育科目（英語
なし）

■教育数学
1. 3行 3列の実行列

A =



a + 1 0 0

0 a + 1 −1

−1 1 a− 1



について以下の設問に答えよ。

(i) A~e1 = λ1~e1,A~e2 = λ2~e2,A~e3 = ~e2 + λ2~e3を満たす実数値 λ1, λ2およびR3の単位ベクトル ~e1, ~e2, ~e3を求めよ。

ただし、~e1, ~e2, ~e3の第２成分は正とする。

(ii) An~e1,An~e2,An~e3を ~e1, ~e2, ~e3の一次結合で表せ。

(iii) ~r , ~dを R3のベクトルとする。このときベクトル列 ~r0, ~r1, ~r2, · · · を ~r0 = ~r , ~rn+1 = A~rn + ~d (n = 0,1,2, · · · )に
よって定める。ベクトル列の極限 lim

n→∞
~rnが任意の ~r , ~dについて常に存在するような aの範囲を求めよ。

2. 関数 y(x)に関する常微分方程式

d2y
dx2

+ ω2y = f (x)

について以下の設問に答えよ。ただし ωは正の定数であり、xの範囲は x ≥ 0とする。

(i) y = a(x) cosωx + b(x) sinωxとおいて上式に代入し,
da
dx
と

db
dx
に対する関係式を求めよ。ただし、

da
dx

cosωx +
db
dx

sinωx = 0とする。

(ii) a(x)と b(x)を求めよ。

(iii) f (x) = 1/λ (0 ≤ x ≤ λ), 0 (x > λ) のとき, y(x) を求めよ。ただし λ は正の定数であり、x = 0で、

y =
dy
dx = 0とする。

(iv) (iii) で得られた y(x)の λ→ 0の極限を求めよ。

3. A,B２人があるゲームを繰り返し行なう。A が２回続けて勝つまでゲームを続ける。各々のゲームで A が勝

つ確率は 2/3とする。

(i) N回目のゲームでも終了しない確率を xN とする。xN を xN−1, xN−2で表せ。

(ii) xN を Nの関数として求めよ。

(iii) 行なわれるゲームの回数の期待値を求めよ。
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■教育物理
1. 転がり迫る石の球に追われている人がトロッコに乗って逃げるときに、逃げきれるか否かを以下の手順で考察

しよう。

(i) 勾配 θの斜面を滑らずに転がり落ちる半径 r、質量m、中心のまわりの慣性モーメント I の回転体（円板、

球など）の運動を考えよう。重力加速度を g、斜面の回転体におよぼす転がりまさつ力を F、回転体の回

転角を α、斜面に沿って測った回転体の中心位置を xとする。

回転体の運動は以下の連立方程式によって決定される。回転に関する運動方程式 (2)を与えて方程式を完

成させよ。

mẍ = mgsinθ − F · · · (1)

· · · (2)

ẋ = rα̇ · · · (3)

但し、̈ ≡ d2/dt2,˙≡ d/dtである。

(ii) 上の方程式 (1),(2),(3)を用いて回転体のエネルギー、

E =
1
2

mẋ2 +
1
2

I α̇2 −mgxsinθ

が保存することを確認せよ。

(iii) 以下の (a)、(b)、(c)に述べる三物体の運動は、m, I を適当に定義すると、問 (i) の方程式 (1)、(2)、(3)に

従う。

(a)一個の車輪を考える。半径は、20cm、質量は 40kgであり、車輪の質量分布は一番外側の輪の部分に

集中している円環（リング）であるとする。これが斜面をすべらずに転がり落ちる運動を考える。

(b)トロッコを考える。トロッコを、一つの車輪からなり車軸の上に車台が乗っているものとモデル化す

る。車輪を (a)で考えた円環とし、それが質量の無視できる円盤により車軸とつながっており、車軸には

トロッコの車台の質量とそれに乗った人の質量をあわせた 360kgの重量がかかっているとする。車輪は

斜面をすべらずに転がり落ちるとし、車軸のまさつは無視する。

(c)石球を考える。質量 M = 2.0× 104kg、半径 R =1.0mの石球が斜面をすべらずに転がり落ちるとする。

球の中心のまわりの慣性モーメントは
2
5

MR2で与えられる。

上の (a)、(b)、(c)のそれぞれの物体の、斜面に沿った方向の加速度を ga,gb,gcとする。勾配３０度の斜

面を直線状下方に転がる場合に、ga : gb : gcの比を求めよ。

(iv) 問 (iii) の (b)に述べたトロッコが動き始めた時、石球の中心はトロッコ後端から 6.0mのところにあり、

秒速 3.0mで迫っていた。トロッコの車高は石球の半径に等しいとすると、石球はトロッコに衝突するか

しないかを判定し、後者の場合には約何mまで接近するかを計算せよ。計算には g =9.8m/s2を用いよ。

2. (i) 図のように断面積 S、長さ Lの円柱導体に一様な定常電流 I が流れている。その抵抗 Rは抵抗率 ρにより

R = ρL/Sと表せる。この導体中の電流密度 j（電流に垂直な単位断面積当たりの電流）はいくらか。ま

た、導体中の電場 Eと電流密度 j との関係を導け。

S I
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(ii) 球形電極（半径 a）と球殻電極（半径 b）が同心に配置されており、それ

らの間は半径 cのところで２層の球殻に分けられ（a < c < b）、内側に抵

抗率 ρ1の導体、外側に抵抗率 ρ2の導体が詰められている（右に断面図を

示す）。電極間に電圧をかけ、一様な定常電流 I を流す。中心からの距離 r

として、以下の問に答えよ。なお、実際上、球に細い穴をあけ中心の電極

に導線をつなぐが、その穴と導線の影響は無視できるものとする。また、

電極、導線の抵抗率も十分小さく無視できるものとする。

a b
c

1

ρρ 2

イ）電流密度 j、電極間の電場の強さ Eを r の関数で表せ。

ロ）電極間の電圧 V、抵抗 Rを求めよ。

ハ）中心の電極表面にたまっている全電荷 Qを求めよ。

ニ）異なる導体の境界面にたまっている全電荷 Q′ を求めよ。

3. 気体の比熱においては、その体積を一定に保ちながら測る場合の定積比熱 CV = (δQ/dT)V と、圧力を一定に

保ちながら測る場合の定圧比熱Cp = (δQ/dT)pとは値が異なる。但し、T は温度、Vは体積、pは圧力、Qは

熱量である。

(i) １モルの理想気体の状態方程式を書き、これを用いて理想気体１モルの CV と Cpの関係を導け。但し、

気体定数を Rとせよ。

(ii) 理想気体が準静的な断熱変化をするときに

CVdT + pdV = 0

が成り立つことを示せ。

(iii) 理想気体が準静的な断熱変化をするときに

pVCp/CV =一定

が成り立つことを示せ。

(iv) ディーゼル機関ではシリンダー内で空気を圧縮して温度を上げ、重油の霧を点火させる。この圧縮が準静

的かつ断熱的に行われ、空気は理想気体であると仮定しよう。重油の霧の点火温度が 627◦Cの場合、シ

リンダー内の空気の体積を何分の一に圧縮させればこの点火温度に達するか、有効数字２桁で計算せよ。

但し圧縮前の空気の温度は 27◦Cであり、空気の比熱比は Cp/CV = 7
5 であるとする。
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■教育数学解答
1. (i) 行列 Aの固有値を λとすると、

det(λE − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ − (a + 1) 0 0

0 λ − (a + 1) 1

1 −1 λ − (a− 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (λ − a)2{λ − (a + 1)}

から、λ1 = a + 1, λ2 = aとなる。それぞれに対する固有ベクトルを求めると、

~e1 =



1√
2

1√
2

0


, ~e2 =



0
1√
2

1√
2



さらに、~e3 = (x, y, z)とすると、A~e3 = ~e2 + λ2~e3に代入し、さらに、大きさが 1なので、

x = 0, y− z =
1√
2
, x2 + y2 + z2 = 1

第二成分が正であることを用いて解くと、x = 0, y =

√
6 +
√

2
4

, z =

√
6− √2

4
となるから、

~e3 =



0√
6+
√

2
4√

6−√2
4



(ii) B ≡



λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ2


, J ≡



0 0 0

0 0 0

0 1 0


とすると、

BJ = JB =



0 0 0

0 0 0

0 λ2 0


となるから、(J + B)n =



λn
1 0 0

0 λn
2 0

0 nλn−1
2 λn

2


よって、

An~e1 = λn
1~e1, An~e2 = λn

2~e2, An~e3 = nλn−1
2 ~e2 + λn

2~e3

(iii)

~rn = An~r0 + (E + A + A2 + · · · + An−1)~d

と、任意の ~r , ~dに対して収束するので、~e1, ~e2, ~e3が、~r , ~dのとき、収束すれば良い。よって、Anと
∞∑

k=0

Ak

が収束すればよい。

Anが収束するための必要十分条件は、−1 < λ1 ≤ 1かつ |λ2| < 1なので、−1 < a ≤ 0。さらに、

∞∑

k=0

kαk−1 =
∂

∂α

∞∑

k=0

αk

に注意して、
∞∑

k=0

Akが収束するための必要十分条件は、|λ1| < 1かつ |λ2| < 1なので、−1 < a < 0。よって

求める解は、−1 < a < 0である。

2. ドットは、 d
dx を表すものとする。( dy

dx ≡ ẏ)
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(i) ȧcosωx + ḃsinωx = 0に注意すると、

ÿ = ω(−ȧsinωx + ḃcosωx) − ω2y ... ω(−ȧsinωx + ḃcosωx) = f (x)

(ii)


ȧcosωx + ḃsinωx = 0

−ȧsinωx + ḃcosωx =
f (x)
ω

... ȧ = − f (x)
ω

sinωx, ḃ =
f (x)
ω

cosωx

... a = −
∫

f (x)
ω

sinωx dx, b =

∫
f (x)
ω

cosωx dx

(iii) x = 0で y = ẏ = 0より、a(0) = b(0) = 0であるから、

a = −
∫ x

0

f (x)
ω

sinωx dx=


1
ω2λ

cosωx− 1
ω2λ

0 ≤ x ≤ λ
1
ω2λ

cosωλ − 1
ω2λ

x > λ

b =

∫ x

0

f (x)
ω

cosωx dx=


1
ω2λ

sinωx 0 ≤ x ≤ λ
1
ω2λ

sinωλ x > λ

以上まとめれば、

y(x) =


1
ω2λ

(1− cosωx) 0 ≤ x ≤ λ
1
ω2λ

(cosω(x− λ) − cosωx) x > λ

(iv) λ→ 0では、x , 0のとき x > λなる λがつねに存在するので、

y(x) = lim
λ→0

1
ω2λ

(cosω(x− λ) − cosωx) =
1
ω

sinωx

これは、y(0)=0もみたしている。

3. (i)

xN =
1
3

xN−1 +
2
9

xN−2

(ii) x1 = 1, x2 = 5
9 であるから、

(
xN +

1
3

xN−1

)
=

2
3

(
xN−1 +

1
3

xN−2

)
= 2

(
2
3

)N

(
xN − 2

3
xN−1

)
= −1

3

(
xN−1 − 2

3
xN−2

)
= −

(
−1

3

)N

従って、

xN = 2

(
2
3

)N+1

+

(
−1

3

)N+1

(iii) N回目におわる確率は、xN−1 − xN であるから、求める期待値は、
∞∑

N=1

N(xN−1 − xN) =

∞∑

N=1

xN−1

=

∞∑

N=1

2
(
2
3

)N

+

(
−1

3

)N

=
15
4

ただし、途中
∑∞

N=1 NxN =
∑∞

N=1(N − 1)xN−1を用いた。
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■教育物理解答
1. (i)

I α̈ = rF

(ii) (1)式に両辺 ẋをかけて積分すると、

1
2

mẋ2 = mgxsinθ − Fx + C1

となる。ただし、C1は積分定数である。同様にして、(2)式に α̇をかけて、(3)式を使うと、

I α̈α̇ = rF α̇ = Fẋ ...
1
2

I α̇2 = Fx + C2

ただし、C2は積分定数。従って、

E =
1
2

mẋ2 +
1
2

I α̇2 −mgxsinθ = C1 + C2 =一定

(iii) (a)、(b)、(c)それぞれ以下のようにm, I , r を定義すれば方程式 (1)、(2)、(3)に従う。

(a)m = 40 kg, I = 1.6 kgm2, r = 0.2 m

(b) m = 400 kg, I = 1.6 kgm2, r = 0.2 m

(c) m = 2.0× 104 kg, I = 8.0× 103 kgm2, r = 1 m

ここで、方程式 (1)、(2)、(3)から α, F を消去すると、

mẍ +
I
r2

ẍ−mgsinθ = 0 ... ẍ =
1

1 + I
mr2

gsinθ

ẍが斜面方向の加速度であるから、(a)、(b)、(c)それぞれの場合の値を代入すれば、

ga : gb : gc =
1
2

:
10
11

:
5
7

(iv) (iii) より、

gb =
10
11

gsinθ =
5
11

g, gc =
5
7

gsinθ =
5
14

g

t = 0で石球の中心 xc = 0、トロッコの後端 xb = 6.0とすると、

xb = 6 +
1
2

gbt2, xc = 3.0t +
1
2

gct
2

従って、石球とトロッコの距離 xb − xc − 1を計算すると、

xb − xc − 1 =
15
308

g

(
t − 154

5g

)2

− 462
10g

+ 5 > 0

よって、石球とトロッコは衝突せず、また、もっとも接近するのは、t = 154
5g のときで、その距離は、約

0.3mである。

2. (i)

j =
I
S

また、この導体の両端の電圧を Vとすると、

V = EL = IR

... E =
IR
L

=
I
L
ρL
S

= ρ j
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(ii) （イ） j = I
4πr2

E(r) = ρ j =


ρ1

I
4πr2 a < r < c

ρ2
I

4πr2 c < r < b

（ロ）（イ）の結果より

V =

∫ b

a
Edr =

1
4π

(
ρ1

a
+
ρ2 − ρ1

c
− ρ2

b

)
I

V = RIより

R =
1
4π

(
ρ1

a
+
ρ2 − ρ1

c
− ρ2

b

)

（ハ）ガウスの法則より

Q = 4πaε0E(a) = ε0ρ1I

（ニ）（ハ）同様、ガウスの法則より

Q′ = lim
r→c+0

4πrε0E(r) − Q = ε0I (ρ2 − ρ1)

3. (i) 状態方程式は、pV = RT

また、δQ = pdV+ dUを用いると、

CV =

(
δQ
dT

)
V

=
dU
dT

Cp =

(
δQ
dT

)
p

=
dU
dT

+ p

(
dV
dT

)

p

=
dU
dT

+ R

... CV + R = Cp · · · (1)

(ii) 断熱変化なので、δQ = 0。よって

0 = pdV+ dU = pdV+
dU
dT

dT = pdV+ CVdT · · · (2)

(iii) 状態方程式および式 (1)から、Vdp+ pdV = RdT = (Cp −CV)dT。よって、式 (2)において dTを dp,dV

に置き換えると、

CppdV+ CVVdp= 0 ... d
(
pV

Cp
CV

)
= 0

... pV
Cp
CV =一定

(iv) 圧縮前の圧力、体積をそれぞれ pi ,Vi とし、点火温度に達したとき、それぞれ pf ,Vf になったとすると、

piV
7
5

i = pf V
7
5

f

それぞれの温度での状態方程式から、pi , pf を消去すると、

300RV
2
5

i = 900RV
2
5

f

...

(
Vf

Vi

) 2
5

=
1
3

...
Vf

Vi
=

1

9
√

3
∼ 1

16

したがって、16分の 1に圧縮すれば良い。


