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2003年度 入学試験一般教育科目（英語
なし）

■問題1
変数 xについての 2次以下の次数の多項式のなす線形空間を Vとする。

線形写像 F : V −→ Vを以下のように定める。

任意の p(x) ∈ Vに対して F(p(x)) = p(ax+ b)

ここで a, bは定数で、a , 1とする。以下の問に答えよ。

1. F(x2 + x + 1)を求めよ。

2. Vの基底を e0(x) = 1, e1(x) = x, e2(x) = x2と選ぶ。このとき F の表現行列 M,すなわち

(F(e0(x)), F(e1(x)), F(e2(x))) = (e0(x), e1(x), e2(x))M

となる行列 Mを求めよ。

3. 線形写像 F の固有値、固有ベクトルを求めよ。

4. 任意の自然数 kについて、F を e1(x)に k回作用させて得られる Vの元を求めよ。

5. 任意の自然数 kについて、F を e2(x)に k回作用させて得られる Vの元を求めよ。
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■問題2
1. uk(x, t) = eikx+iωt とおく。u = uk(x, t)が、次の偏微分方程式

∂u
∂t

= a2∂
2u
∂x2

を満たすように ωを定めよ。ただし、aを正の定数、xおよび tは実数とする。

2. 1.で得られた uk(x, t)を用いて、上の偏微分方程式の解を

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
Akuk(x, t)dk

とおく。与えられた関数 f (x)に対し、初期条件 u(x,0) = f (x)をみたすように Akを f (x)を用いて表わせ。た

だし、kについての積分は実行しなくてよい。

3.
∫ ∞
−∞ eikye−a2k2tdkを求めよ。ただし、yは定数で、t > 0とする。

4. 3.の結果を用いて 2.の kについての積分を実行し、初期値問題の解 u(x, t)を求めよ。

5. f (x)が次のように与えられているとする。

f (x) =


U if |x| ≤ L

0 if |x| > L

ただし、U と L(> 0)は定数とする。このとき、u(x, t)を erf(z)を用いて表わせ。ここで、全ての実数 zにつ

いて

erf(z) =
2√
π

∫ z

0
e−y2

dy

と定義する。
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■問題1解答
1. F の定義より

F(x2 + x + 1) = (ax+ b)2 + (ax+ b) + 1

= a2x2 + a(2b + 1)x + b2 + b + 1

2. F(e0(x)) = 1, F(e1(x)) = ax+ b, F(e2(x)) = a2x2 + 2abx+ b2だから

(1, ax+ b, a2x2 + 2abx+ b2) = (1, x, x2) M

となる Mを求めればよい。従って

M =



1 b b2

0 a 2ab

0 0 a2



である。

3. 線形写像 Fの固有値を λ、固有ベクトルを v(x) = c0 + c1x+ c2x2とおく。問題文に与えられた基底を用いると、

固有ベクトルは

v =



c0

c1

c2



と表現できるので、Mv = λv を満たす λと v , 0を求めればよい。固有方程式 |λI − M| = 0 (I は単位行列)、

すなわち
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ − 1 −b −b2

0 λ − a −2ab

0 0 λ − a2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

を解いて、固有値 λ = 1, a, a2を得る。これに対応する固有ベクトルの表現はそれぞれ、順に


1

0

0


,



b

a− 1

0


,



b2

2b(a− 1)

(a− 1)2



である。まとめると、F の固有値と固有ベクトルの組は

λ0 = 1, v0(x) = 1

λ1 = a, v1(x) = b + (a− 1)x

λ2 = a2, v2(x) = b2 + 2b(a− 1)x + (a− 1)2x2

である。

4. e1(x) = xは、固有ベクトルを用いて

e1(x) =
1

a− 1
(−b v0(x) + v1(x))

と表せる。従って

Fk(e1(x)) =
1

a− 1
(−bλ0

k v0(x) + λ1
k v1(x)) =

1
a− 1

[
b(ak − 1) + ak(a− 1)x

]
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5. e2(x) = x2は、固有ベクトルを用いて

e2(x) =
1

(a− 1)2
(b2 v0(x) − 2b v1(x) + v2(x))

と表せる。従って

Fk(e2(x)) =
1

(a− 1)2
(b2 λ0

k v0(x) − 2bλ1
k v1(x) + λ2

k v2(x))

=
1

(a− 1)2
[
(ak − 1)2b2 + 2ak(ak − 1)(a− 1)bx+ a2k(a− 1)2x2

]
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■問題2解答
1. u = uk(x, t) = eikx+iωt を題意の偏微分方程式

∂u
∂t

= a2∂
2u
∂x2

· · · (1)

に代入すると、

∂u
∂t

= iωuk(x, t),

∂2u
∂x2

= (ik)2uk(x, t) = −k2uk(x, t).

これより

iω = −a2k2

∴ ω = ia2k2 · · · (2)

と求められる。

2. 与式

u(x, t) =

∫ ∞

−∞
Akuk(x, t)dk · · · (3)

に t = 0を代入すると

u(x,0) = f (x) =

∫ ∞

−∞
Ake

ikxdk. · · · (4)

これは Fourier逆変換に他ならないので、Fourier変換により

Ak =
1
2π

∫ ∞

−∞
f (x)e−ikxdx · · · (5)

と求められる。

3. 題意の積分を

g(y) ≡
∫ ∞

−∞
eikye−a2k2tdk · · · (6)

とおく。すると、

dg
dy

=

∫ ∞

−∞
ikeikye−a2k2tdk

= − i
2a2t

∫ ∞

−∞
eiky

(
d
dk

e−a2k2t

)
dk

= − i
2a2t

([
eikye−a2k2t

]∞
−∞ − iy

∫ ∞

−∞
eikye−a2k2t

)

= − y
2a2t

g(y) (∵ t > 0) · · · (7)

従って、

g(y) = g(0) exp

(
− y2

4a2t

)

=
1
a

√
π

t
exp

(
− y2

4a2t

)
. （∵ Gauss積分） · · · (8)
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以上から、題意の積分は

∫ ∞

−∞
eikye−a2k2tdk =

1
a

√
π

t
exp

(
− y2

4a2t

)
· · · (9)

である。

3.（別解）

積分
∫ ∞

−∞
e−ax2+ibxdxを計算する。ここで a,bは定数であり、a > 0である。これらは便宜上導入した文字であ

り、問で与えられた文字とは関係がない。

さて、考えている積分を変形すると
∫ ∞

−∞
e−ax2+ibxdx =

∫ ∞

−∞
e−a(x− ib

2a)
2− b2

4a dx

= e−
b2

4a

∫ ∞

−∞
e−a(x−iα)2

dx

(
α ≡ b

2a

)
· · · (10)

となる。そこで、図 1のような積分経路 Cを考え、複素積分
∮

C
e−az2

dzを計算する。ここで Xは十分大きい

正の数である。また、図 1では α > 0として経路を描いているが、α < 0の場合も本質的に同じである。

まず、e−az2
は至るところ正則だから、Cauchyの積分定理より

∮

C
e−az2

dz = 0. · · · (11)

一方、積分経路を C = C1 + C2 + C3 + C4と分解し、その各々について X→ ∞における積分を評価すると
∫

C1

e−az2
dz =

∫ X

−X
e−ax2

dx→
∫ ∞

−∞
e−ax2

dx

∫

C3

e−az2
dz =

∫ −X

X
e−a(x−iα)2

dx = −
∫ X

−X
e−a(x−iα)2

dx→ −
∫ ∞

−∞
e−a(x−iα)2

dx
∣∣∣∣∣∣
∫

C2

e−az2
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
z∈C2

∣∣∣∣e−az2
∣∣∣∣ ·

∫

C2

|dz| = e−a(X2−α2) · α→ 0
∣∣∣∣∣∣
∫

C4

e−az2
dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
z∈C4

∣∣∣∣e−az2
∣∣∣∣ ·

∫

C4

|dz| = e−a(X2−α2) · α→ 0

となる。従って、X→ ∞で
∮

C
e−az2

dz→
∫ ∞

−∞
e−ax2

dx−
∫ ∞

−∞
e−a(x−iα)2

dx · · · (12)

図 1: 3.（別解）における積分経路
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が成り立つ。

以上、(11)(12)と Gauss積分の公式から

∫ ∞

−∞
e−a(x−iα)2

dx =

∫ ∞

−∞
e−ax2

dx =

√
π

a
· · · (13)

が成立する。これと (10)より

∫ ∞

−∞
e−ax2+ibxdx = e−

b2

4a

√
π

a
· · · (14)

であるから、求めるべき積分は

∫ ∞

−∞
eikye−a2k2tdk =

1
a

√
π

t
exp

(
− y2

4a2t

)
· · · (15)

である。

4. (3)(5)より

u(x, t) =
1
2π

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′)e−ikx′eikx+iωt

=
1
2π

∫ ∞

−∞
dk

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′)eik(x−x′)e−a2k2t (∵ (2))

=
1
2π

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′) · 1

a

√
π

t
exp

[
− (x− x′)2

4a2t

]
(∵ (9))

=
1

2a
√
πt

∫ ∞

−∞
dx′ f (x′) exp

[
− (x− x′)2

4a2t

]
· · · (16)

と求まる。

5. 題意より

u(x, t) =
U

2a
√
πt

∫ L

−L
dx′ exp

[
− (x− x′)2

4a2t

]

=
U

2a
√
πt
· 2a
√

t
∫ −x+L

2a
√

t

−x−L
2a
√

t

e−y2
dy

(
y ≡ x′ − x

2a
√

t

)

=
U
2

[
erf

(−x + L

2a
√

t

)
− erf

(−x− L

2a
√

t

)]
· · · (17)

と表される。


