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1.1

BtB =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

) (
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
(1)

=

(
1 0

0 1

)
(2)

1.2

A2 = −θ2I (3)

なので

exp A =
∞∑

m=0

Am

m!
(4)

=
∞∑

m=0

A2m

2m!
+

∞∑

m=0

A2m+1

(2m + 1)!
(5)

=
∞∑

m=0

(−θ2)m

2m!
I +

∞∑

m=0

(−θ2)m

(2m + 1)!
A (6)

=
∞∑

m=0

(−1)mθ2m

2m!

(
1 0

0 1

)
+

∞∑

m=0

(−1)mθ2m+1

(2m + 1)!

(
0 −1

1 0

)
(7)

=

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
= B (8)
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1.3

∣∣∣∣∣
cos θ − λ − sin θ

sin θ cos θ − λ

∣∣∣∣∣ = 0 (9)

λ = e±iθ (10)

となるので固有ベクトルとして

x± =
1√
2

(
1

∓i

)
(11)

がとれる。

U ≡
(

x+ x−
)

=
1√
2

(
1 1

−i i

)
(12)

U−1BU =

(
eiθ 0

0 e−iθ

)
(13)

1.4

nに関する数学的帰納法で示す：

|C| = ∏

i<j

(xj − xi) (14)

と仮定する.n=2のときは成立.

式 (14)が n-1のとき正しいと仮定する.

第 i行から第 i-1行の x1倍をひく、という操作を i=n,n-1,,,3,2の順に行うと

|C| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 · · · xn

0 x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1

...
...

...
...

0 xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) · · · xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(15)

= (x2 − x1)(x3 − x1) · · · (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x2 x3 · · · xn

...
...

...

xn−2
2 xn−2

3 · · · xn−2
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(16)

=
n∏

j=2

(xj − x1)
∏

i,j≥2,i<j

(xj − xi) =
∏

i<j

(xj − xi) (17)

よって n ≥ 2のとき式 (14)が成り立つ.
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1.5

|C| 6= 0であればよいので、任意の互いに異なる i,jについて xi 6= xjであること.

2

2.1

∂2u(x, y)

∂x2
+

∂2u(x, y)

∂y2
=

∂2v(x, y)

∂x∂y
− ∂2v(x, y)

∂y∂x
= 0 (18)

∂2v(x, y)

∂x2
+

∂2v(x, y)

∂y2
= −∂2u(x, y)

∂x∂y
+

∂2u(x, y)

∂y∂x
= 0 (19)

2.2

∇×




u(x, y)

−v(x, y)

0


 =




0

0

−∂v(x,y)
∂x

− ∂u(x,y)
∂y


 = 0 (20)

∇×




v(x, y)

u(x, y)

0


 =




0

0
∂u(x,y)

∂x
− ∂v(x,y)

∂y


 = 0 (21)

2.3

∮

C
f(z)dz =

∮

C
{u(x, y) + iv(x, y)}d(x + iy) (22)

=
∮

C
u(x, y)dx− v(x, y)dy + i

∮

C
u(x, y)dy + v(x, y)dx (23)

= 0 (24)

2.4

u(x, y) = ey2−x2

cos(2xy) (25)

v(x, y) = −ey2−x2

sin(2xy) (26)
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となるので

∂u(x, y)

∂x
= −2xey2−x2

cos(2xy)− 2yey2−x2

sin(2xy) =
∂v(x, y)

∂y
(27)

∂u(x, y)

∂y
= 2yey2−x2

cos(2xy)− 2xey2−x2

sin(2xy) = −∂v(x, y)

∂x
(28)

2.5

f(z) = e−z2
を、p,Rを実数として経路C1→C2→C3→C4で複素積分する

ただし
C1 : −R→R

C2 : R→R + ip

C3 : R + ip→−R + ip

C4 : −R + ip→−R

lim
R→∞

∮

C
f(z)dz = lim

R→∞

∫

C1

f(z)dz +
∮

C2

f(z)dz +
∮

C3

f(z)dz +
∮

C4

f(z)dz (29)

Rが無限大の極限で経路C2, C4は無視できるので

lim
R→∞

∮

C
f(z)dz =

∫

C1

f(z)dz +
∮

C3

f(z)dz (30)

=
∫ ∞

−∞
f(z)dz +

∮ −∞+ip

∞+ip
f(z)dz (31)

問題文 (5)より

lim
R→∞

∮

C
f(z)dz = 0 (32)

∫ ∞+ip

−∞+ip
e−z2

dz =
∫ ∞

−∞
e−z2

dz (33)
∫ ∞

−∞
e−(x+ip)2dx =

√
π (34)

となるので
(34)をもちいて問題文 (6)の定積分を計算すればよい

∫ ∞

−∞
e−x2

cos(2px)dx =
1

2

(∫ ∞

−∞
e−x2+i2pxdx +

∫ ∞

−∞
e−x2−i2pxdx

)
(35)

=
e−p2

2

(∫ ∞

−∞
e−(x−ip)2dx +

∫ ∞

−∞
e−(x+ip)2dx

)
(36)

=
√

πe−p2

(37)
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