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第 1問

1. 2. 3.角運動量 la = εacdxc pd と，座標 xb の交換関係は次のように計算できます*1．

[la, xb] = εacd[xc pd, xb] = εacd

(
xc[pd, xb] + [xc, xb]pd

)
= εacdxc(−ih̄δdb) = ih̄εabcxc.

以下同様に計算すれば，次が得られます．

[la, xb] = ih̄εabcxc,
[la, pb] = ih̄εabc pc,
[la, lb] = ih̄εabclc.

4.5. 計算は簡単なので結論だけ述べると，

A† A = B− J2
z + h̄Jz,

AA† = B− J2
z − h̄Jz

となります．また [B, Ja] = 0 がわかり，B は全ての力学変数 Ja と交換するので，B は演算子としては c-数

です．

6. [Jz, A] = −h̄Aと計算でき，Jz · A |Θz〉 = (AJz − h̄A) |Θz〉 = (Θz − h̄)A |Θz〉となるので，A |Θz〉は固
有値 Θz − h̄を持ちます．同様にして A† |Θz〉も固有値 Θz + h̄を持ちます．
7. 問題 4.の結果を使うと，

〈Θz| A† A |Θz〉 = B− (Θ2
z − h̄Θz) = (m + Θz)(m−Θz + h̄),

〈Θz| AA† |Θz〉 = B− (Θ2
z + h̄Θz) = (m−Θz)(m + Θz + h̄)

が得られます．ここで B = m(m + h̄) を使いました．これらはそれぞれ A |Θz〉 , A† |Θz〉 のノルム 2乗なの

で ≥ 0です．これを連立すれば −m ≤ Θz ≤ mが得られます．
8. 問題 6. と問題 7.を総合すると，

A |Θz〉 =
√

(m + Θz)(m−Θz + h̄) |Θz − h̄〉 ,

A† |Θz〉 =
√

(m−Θz)(m + Θz + h̄) |Θz + h̄〉 (1)

となることにまず注意します．今 Θz には上限と下限があることが分かったので，Θz の最大値 Θmax，最小値

Θmin とします．このとき |Θmax〉 , |Θmin〉はそれぞれ，A†, Aを施して新しい状態を作ってはならないので，
式 (1)から

(m−Θmax)(m + Θz + h̄) = 0, (m + Θmin)(m−Θmin + h̄) = 0

を満たす必要があります．この解は，Θmax = m, Θmin = −mとなります．
また，|−m〉 の状態に次々に A† を作用させていくと，固有値が h̄ ずつ上昇していきますが，もしこれで

|m〉に到達しなければ，式 (1)にしたがっていくらでも大きな固有値を持つ状態が生まれてしまうので不適で

す．ゆえに，−mと mの間はちょうど，h̄の整数倍だけ空いていなければならず，2m = h̄× (整数)が成立し

ます．

*1 以下，連続した添え字は和を取ります．当然 a, b, c, · · · は x, y, zのことです．
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第 2問

1. 相互作用が無い N 粒子系なので，分配関数 Zは次のように計算されます．

Z = ∑
i:all state

e−βEi =


 ∑

i:1 particle state
e−βεi




N

= (2 cosh βµH)N .

したがって自由エネルギーは F = − 1
β

ln Z = −N
β

ln(2 cosh βµH).

2. 計算だけなので結果だけ記すと

M = − ∂F
∂H

= µN tanh βµH,

χ =
∂M
∂H

= βµ2N
1

cosh2 βµH
H→0−→ βµ2H.

3. S = s1 + s2 と置くと，ハミルトニアンは

H = V
S2 − s2

1 − s2
2

2
− 2µSzH

とかけます．2粒子の sz
1, sz

2 に関する固有状態
∣∣sz

1
〉 ∣∣sz

2
〉
を，合成角運動量 S2, Sz の固有状態 |S, Sz〉〉に取り直

せば，Hの固有状態になることが分かります．結果は次の通りです．

表 1 ハミルトニアンHの固有状態と固有値
S(S + 1) Sz si(si + 1) H

|1, 1〉〉 2 1 3/4 V
4 − 2µH

|1, 0〉〉 2 0 3/4 V
4

|1,−1〉〉 2 -1 3/4 V
4 + 2µH

|0, 0〉〉 0 0 3/4 − 3V
4

4.5. ペア固有エネルギーが求まったので，分配関数は

Z =

(
∑

i:pair state
e−βεi

)N/2

= · · · =
(

2e−βV/4 cosh 2βµH + 2eβV/4 cosh
βV
2

)N/2

と求まり，自由エネルギー F，磁化 M，磁化率 χは次のように計算されます．

F = − 1
β

ln Z = − N
2β

ln
(

2e−βV/4 cosh 2βµH + 2eβV/4 cosh
βV
2

)
,

M = − ∂F
∂H

= µN
sinh 2βµH

cosh 2βµH +
1
2
(1 + eβV)

,

χ =
∂M
∂H

H→0−→=
4βµ2N
3 + eβV .
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6. V の正負で χの低温極限を見てみると

χ
β→∞−→





0 (V > 0)
βµ2N (V = 0)
4
3

βµ2N (V < 0)

となります．V = 0はペア間の結合がない，問題 2. の再現です．
T = 0における基底状態をみるために，H = 0でのペア状態のエネルギー固有値の表 1を見てみます．

V > 0の時は，1重項 |0, 0〉〉が最もエネルギーが低いので，T = 0ではこの状態が選ばれます．こうしてス

ピン 0の 2粒子分子が並ぶので，磁場に対する応答は生じず χ = 0です．

V < 0のときは，3重項 |1, Sz〉〉が基底状態に選ばれます．今度はスピン 1の 2粒子分子が並ぶことになり

ます．この 3つの準位は外部磁場によってエネルギー分岐を起して常磁性を生じます．

■たしかめ 上で導いた χの係数*2は，実際にスピン S = 1の粒子を N′ = N/2個並べてみれば分かります．

H =
N′

∑
n=1

µ′ ŝz
n · H

なるハミルトニアンで，ŝz
n の固有値 −S,−S + 1, · · · , S− 1, Sを考えるよくあるモデルを考えると，単純な計算で次が分

かります．

Z =




sinh
2S + 1

2
βµ′H

sinh
1
2

βµ′H




N′

,

F = −N′

β
ln

sinh
2S + 1

2
βµ′H

sinh
1
2

βµ′H
,

M = µ′N′
[

2S + 1
2

coth
(

2S + 1
2

βµ′H
)
− 1

2
coth

(
1
2

βµ′H
)]

,

χ
H→0−→ S(S + 1)

3
βµ′2N′.

問題 6.の V < 0を再現するには，S = 1, µ′ = 2µ, N′ = N/2とすれば χ → (4/3)βµ2N が出ます．
V = 0は S = 1/2, µ′ = 2µ, N′ = N とすれば再現されます．

*2 最初に upしたものが計算ミスの指摘をうけたので，別の方法で確かめました．川瀬君 thanks.
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第 3問

1. ベクトル (ξ, η)は，ベクトル (x, y)を +ωt回転させたものなので
(

ξ
η

)
=

(
cos ωt − sin ωt
sin ωt cos ωt

) (
x
y

)
.

2. 慣性系 S でのラグランジアン L =
m
2

(ξ̇2 + η̇2) + Gm
m1
|PP1| + Gm

m2
|PP2| を，前問の関係式を使って書き直すだけ

です．

3. Lagrange方程式
∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂q̇
を q = x, yについて立てます．結果は次のようになります．

0 = mẍ− 2mωẏ−mω2x + Gmm1
x + µ2a

r3
1

+ Gmm2
x− µ1a

r3
2

, (2)

0 = mÿ + 2mωẋ−mω2y + Gmm1
y
r3

1
+ Gmm2

y
r3

2
. (3)

4. 式 (3)で，時間微分をゼロと置けば

y

(
−ω2 +

Gm1

r3
1

+
Gm2

r3
2

)
= 0

という式を得ますが，m1G = µ1ω2a3, m2G = µ2ω2a3 に注意すれば

y

(
−1 + µ1

a3

r3
1

+ µ2
a3

r3
2

)
= 0, ∴ y = 0 または µ1

a3

r3
1

+ µ2
a3

r3
2

= 1.

5. 式 (2)で，時間微分と yをゼロとおくと

−ω2x + Gm1
x + µ2a

r3
1

+ Gm2
x− µ1a

r3
2

= 0

となります．位置関係から r1 = x + µ2a, r2 = x− µ1a が分かるので，x = µ1a + r2, r1 = r2 + a として x, r1 を消去し

ます．さらに m1G = µ1ω2a3, m2G = µ2ω2a3 を使うと

−(µ1a + r2) +
a3µ1

(r2 + a)2 +
a3µ2

r2
2

= 0

が得られます．aで割り，1 = µ1 + µ2 を適当に割り込むと

−µ1 − u(µ1 + µ2) +
µ1

(1 + u)2 +
µ2
u2 = 0

となります．これを µ2/µ1 について解けば次が得られます．

µ2
µ1

=
3u3

(1 + u)2
1 + u + u2/3

1− u3 . (4)

6. 式 (4) の u → 0 の極限を取ると，µ2/µ1 ' 3u3 です．よって u '
[

1
3

µ1
µ2

]1/3
= 1× 10−2 となり，r2 = au =

1.5× 109mとなります．
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第 4問

1. 中性子が 180◦ の角度で散乱されたときが反跳エネルギー最大です．このとき，散乱前の中性子の運動エネルギー T，
散乱後の中性子，原子核の運動エネルギー T′, Emax とすると，エネルギー保存則と運動量保存則から

T = T′ + Emax,
√

2mT = −
√

2mT′ +
√

2mAEmax

が成り立ちます．核子の質量 mとしました．これを解けば Emax =
4A

(A + 1)2 T となって，A = 1で最大になることも分

かります．

x

y

θ∗

θ∗

E∗

E∗

中性子

陽子

2. (a) 重心系での陽子の運動エネルギー（=中性子の運動エネルギー）
を E∗ と書くことにします．実験室系で中性子は

√
2T/m の速度で進

んでいたので，重心系ではその 1/2の速度を持ちます．ゆえに
√

2E∗

m
=

1
2

√
2T
m

, ∴ E∗ =
1
4

T.

重心系での座標を右のようにとることにすると，重心系での陽子の

運動量は

−
√

2mE∗
(

cos θ∗
sin θ∗

)
= −1

2

√
2mT

(
cos θ∗
sin θ∗

)

とかけます．これを実験室系に戻すには x 方向に運動量
1
2
√

2mT だけ
進めばよいから，

pL =
1
2

√
2mT

(
1− cos θ∗
− sin θ∗

)

が，実験室系での運動量となります．よって運動エネルギーは

E =
p2

L
2m

=
T
2

(1− cos θ∗) . (5)

2. (b)式 (5)より，dE =
T
2

sin θ∗ dθ∗ となります．したがって，エネルギーが E ∼ E + dEに入るような，各 θ∗ の幅は

2× dθ∗ = 2× 2dE
T sin θ∗

です．2倍したのは，各 Eに対して ±θ∗ の二つが対応するので，それぞれの幅を加えたからです．重心系で散乱は等方的
という仮定より，θ∗ 軸には確率密度 1/2π が入ります．こうして，E ∼ E + dEに入る確率は

dW
dE

dE =
4dE

T sin θ∗
/

2π, ∴ dW
dE

=
1

π
√

E(T− E)
.

3. 入射した中性子は，シンチレータ中の陽子 (水素原子核)に衝突します．陽子は Coulomb相互作用によってシンチレー
タ内の価電子たちを励起することで，衝突によってえたエネルギーをシンチレータに与えます．励起された価電子は脱励

起し，エネルギーを光子として放出します．

発生した光子の一部は光電子増倍管に向かい，光電陰極に衝突して電子を叩き出す．この電子が，電場による加速，極

板との衝突を繰り返して増幅され，信号として取り出されます．

4. 平均自由行程 λは，粒子が散乱されるまでに進める距離の目安を与えるものです．衝突断面積 σとするとき，体積 σλ

辺りに散乱体が 1つ程度あるべきなので nσλ = 1，すなわち λ = 1/nσ．

5. 中性子が xだけ進むまでに陽子に散乱される確率を P(x)とし，これを求めましょう．
中性子が dxだけ進んだとき，散乱される確率は dx/λであることに注意すれば

P(x + dx) = (xまでに散乱される確率) + (xまでに散乱されない確率)× (幅 dxで散乱される確率)

= P(x) + [1− P(x)]
dx
λ
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この微分方程式を解けば P(x) = 1− e−x/λ となります．

6. プラスチックシンチレータの密度 10g/cm3 から n =
1
13
× 6× 1023/cm3．

また，運動エネルギー 20MeV は，運動量
√

2mc2T/c =
√

2× 1000× 20MeV/c = 200MeV/c なので，図より
σ = 0.5× 10−24cm2．

したがって λ = 1/nσ =
130

3
cm．ゆえに検出効率は

P(x = 10cm) = 1− e−3/13 =
3

13
− 1

2

(
3

13

)2
+ · · · = 20%
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第 5問

1. すっきりした答えが出来ないので，思いつくだけ書いておきます．
• 温度計の位置は試料に近い所に取る．（温度計温度＝試料温度，とするため）
• 試料の不均一を抑えるために，なるべく小さな試料を使う．
• 試料付近は，外界からの輻射や，寒剤の対流を抑えるために，シールドをつける．

■コメント 1 以下の問題は，超伝導体の熱力学的な取り扱いが題材になっています．熱力学に関しては，理想気体，

van der Waars気体，磁性体などに適用してきたことがあるかと思いますが，超伝導体に対しても，磁化M もしくは磁

束密度B = M + µ0H に関する状態方程式，そして内部エネルギーを取り入れれば，たとえば自由エネルギー Gと，そ
の自然な変数 T, H によって同様に熱力学が組めます．
超伝導体の状態方程式は，Meissner効果から出てきます．これはミクロに見れば「超伝導状態は抵抗ゼロで電流が流れ
るので，レンツ則が完全に働いて (M = −µ0H)磁場の進入を許さない (B = 0)」ということです．ただし超伝導体には
臨界磁場 Hc(T)なるものがあって，これより大きな磁場がかかると常伝導に転移します．
以上のミクロな事情から (H, T)の全域でB の状態方程式が得られ，後は比熱 C(T)を調達すれば内部エネルギーが決
まって熱力学の話になるわけです．

■コメント 2 H, T で系の状態が指定されるわけなので，Gn, Gs という 2つの自由エネルギーがあるのはおかしい，と
個人的に思うので，私見を述べてしまいます．コメントお待ちしています．

H < Hc(T)での「常伝導相のエネルギー」Gn(H, T)は「仮に相転移が起こらない系（つまり，測定された比熱転移を
無視して外挿*3し，(H, T)全域で B = µ0H であるとした系）だった場合の自由エネルギー」であると考えます．当然，相
転移が起きる系と比較すると，常伝導相の自由エネルギーは一致し，超伝導領域では Gs < Gn を満たすものになるはず

です．．

2. 熱力学関係式 dU = T dS = C(T) dT を積分すればよいです．

S(T) =
∫ T

0

C(T)
T

dT, U(T) = U(0) +
∫ T

0
C(T) dT

3. C/T 直線と縦軸との交点を α = 1.35mJ/mol ·K2 と読んで，
C
T

= α + γT すなわち C = αT + γT3 となります．αT
は電子比熱による線形項です．

4. 2次相転移なので，エントロピー S = − dG
dT
は連続．したがって

0 = Ss(Tc)− Sn(Tc) =
∫ T

0

Cs − Cn
T

dT

これは Cs/T と Cn/T 曲線で挟まれる面積が等しく分割されていることを示しています．

*3 外挿にはもちろん任意性があって，それゆえ Sn(Tc) =
∫ Tc

0 C(T′)/T′ dT′ の値は決まりません．ただ 2次相転移で繋がる事情を考
慮して，問題文の図 3で面積を等しく取ります（問題 5-4）．（・・・と僕が考えていますが議論中です．thanks立本君）
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T

H

s相 B = 0

n相 B = µ0H

path 1

path 2

Tc
図 1 超伝導体の相図

5. 右の図は，HT に関する相図です．
正常状態については，B = µ0H ですので，path 1での積分を実行して

Gn(T, H) = Gn(T, 0)−V
1
2

µ0H2 (T > Tc).

T > Tc としましたが，コメントしたとおり，これを常伝導状態での (H, T)全
域での自由エネルギーと考えます．

一方，超伝導状態 H < Hc(T) では B = 0，H > Hc(T) のとき B = µ0H
になることに注意して，path 2で積分をすると，

Gs(T, H) = Gs(T, 0) (T < Tc, H < Hc(T))

Gn(T, H) = Gs(T, 0)−V
1
2

µ0
(

H2 − Hc(T)2) (T < Tc, H > Hc(T))

となります．Gn(T, H)に関して二つの表式が得られたので，これを等しいと置くと，

Gn(T, 0) = Gs(T, 0) + V
1
2

µ0Hc(T)2 (6)

が得られます．

さて，path 2に沿って H を徐々に大きくしていくとき，
∂G
∂H
の変化はどうなるかを考えると，

∂G
∂H

=

{
0 H < Hc(T)
−Vµ0H H > Hc(T)

となって，臨界磁場付近で不連続．こうして 1次相転移であることがわかります．
6. (T, H) = (0, Hc(0))で，Gs と Gn の値は等しくなければならないので

0 = Gn(0, Hc(0))− Gs(0, Hc(0)) = Gn(0, 0)− Gs(0, 0)−V
1
2

Hc(0)2

であって，Gn(0, 0)− Gs(0, 0) = 0.42× 0.1 ·V[cm3] ·mJを代入して µ0Hc(0) = 1.0× 10−5T．
7. T ∼ 0での比熱の様子を実験結果から見ると，Cn ∼ γT, Cs ∼ 0と分かります．

ここで C = −T
∂2G
∂T2 ,S = − ∂G

∂T
により，

Gn(T, 0) = Gn(0, 0)− TSn(0, 0)− 1
2

γT2,

Gs(T, 0) = Gs(0, 0)− TSs(0, 0)

と T で展開することが出来ます．あえて書きましたが第 3法則より S(0, 0) = 0です．この式と，式 (6)を使えば

Hc(T) =

√(
δ− 1

2
γT2

) (
2

µ0V

)
' Hc(0)

(
1− γ

4δ
T2

)
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第 6問

1. 水素原子の (2s), (1s) 間のエネルギー差は −13.6eV
(

1
22 − 1

)
= 10.2eVとなるので，電子に励起エネルギー分を持

たせるために 10.2V印加すべし．
2. 始状態 |i〉，終状態 | f 〉とすると，遷移確率は 〈 f | r |i〉の二乗に比例します．したがって 〈r | i〉と 〈r | f 〉の座標反転
に関するパリティが同じ場合，積分

∫
dr 〈 f | r〉 r 〈r | i〉はゼロになり，遷移は起こりません．

ゆえに，2S1/2 → 1S1/2 の遷移は，双極子遷移の確率はゼロであり，2S1/2 の寿命は長いのです．ただ，双極子遷移は

電磁場との相互作用の最低次項であって，その下には四重極子遷移が続きます．こちらによる遷移確率は消えないので遷

移は起こっても良さそうです．

3. HZ =
µB
h̄

(lz + 2sz)Bによるエネルギーシフトを考えると，

α(2S1/2, m = 1/2) → ∆Eα =
µB
h̄

(
0 + 2× 1

2

)
B =

µB
h̄

B,

a(2P1/2, m = 3/2) → ∆Ea =
µB
h̄

(
1 + 2× 1

2

)
B = 2

µB
h̄

B

となるので，差を取れば h∆ν =
µB
h̄

Bとなります．
4. エネルギー差 hν1 + h∆νは，Bを増すと広がってゆき，照射中のエネルギー 11.5GHz× hになると，共鳴が起こりま
す．したがって

hν1 +
µB
h̄

B = 11.5GHz× h

となります．たぶん問題文では h̄ = 1 として µB/h = 14GHz/T と書いているので，h̄ = 1 とし，共鳴曲線より
B = 0.12± 0.01Tとして計算すれば

ν1 = 11.5GHz− 14
GHz

T
× (0.12± 0.01)T = (9.8± 0.1)GHz

5. 寿命から来る線幅は ∆E = h̄/τ より，∆B =
h̄

µB
∆E =

h̄2

τµB
=

1
2π × 1.6ns× 14GHz

T = 0.0071T

それ以外の線幅の原因には例えば，原子の熱振動によるドップラー効果があげられると思います．

6. 電荷が有限の領域に分布しているとするとしましょう．古典電磁気でやるように，電荷分布（球対称，中心 Oとしま
す）中に点電荷 Cをおくと，半径 OCの球外の電荷は寄与できず，Coulomb力が弱まります．
同様に大きさを持った電子と陽子が十分近づくと，電荷がお互いに入り込んで，Coulomb力を弱めてしまい，エネル
ギーが上昇することになります．

電子が陽子付近によく分布する 2S1/2 の方が，2P1/2 よりも先の効果がつよいので，2S1/2 のエネルギーが上昇します．
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