






平成 21年度数学解答例

渡辺悠樹

2009年 6月 9日

第 1問
1.（i） det(A − xI) = x2 + (cos θ + sin θ)x + cos θ sin θ = 0 ∴ x = cos θ, sin θ

（ii） 実対称行列はエルミート行列の特殊場合であり，ユニタリ行列を用いて対角化できるので，

A = U

(
cos θ 0

0 sin θ

)
U†

とおく．このとき，

A3 = U

(
cos3 θ 0

0 sin3 θ

)
U†

であるが，traceはユニタリ不変なので，

f(θ) = (cos θ + sin θ)3 − (cos3 θ + sin3 θ) = 3
√

2(t3 − t

2
)

ここに，t =
cos θ + sin θ√

2
= sin

(
θ +

π

4

)
とおいた．0 ≤ θ ≤ π

2
であるから 1√

2
≤ t ≤ 1である．区間 [ 1√

2
, 1]

における 3次関数 3
√

2(t3 − t

2
)の最大最小値問題と考えれば，直ちに

最大値
3
√

2
2

(t = 1 ⇔ θ =
π

4
のとき) , 最小値 0 (t =

1√
2
⇔ θ = 0,

π

2
のとき)

を得る.

（iii）

B = U

(
cos4 θ − cos2 θ + cos θ + (cos2 θ sin2 θ − 1) 0

0 sin4 θ − sin2 θ + sin θ + (cos2 θ sin2 θ − 1)

)
U†

= U

(
cos θ − 1 0

0 sin θ − 1

)
U†

したがって detB = (cos θ − 1)(sin θ − 1)なので，θ = 0,
π

2
（iv） θ 6= 0,

π

2
のとき，

B−1 = U

 1
cos θ − 1

0

0
1

sin θ − 1

U† = U

(
a1(θ) cos θ + a0(θ) 0

0 a1(θ) sin θ + a0(θ)

)
U†

だから，両辺を比べて連立方程式を作ることにより a1(θ), a0(θ)が求まる．結局，

B−1 =
−1

(cos θ − 1)(sin θ − 1)
A +

cos θ + sin θ − 1
(cos θ − 1)(sin θ − 1)

I

と表すことができる．（B = A − I を利用して，もっとうまく求める方法があるのかもしれません．）
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2.（i） 前問と同様に，実対称行列はユニタリ行列を用いて対角化可能であり，かつ traceはユニタリ不変であるため，

TrX =
∑

i

λi , Tr(Xn) =
∑

i

λn
i

となるから，

g(λ) =

(∑
i

λi

)n

−
∑

i

λn
i

とおくと，

∂g

∂λj
(λ) = n

(∑
i

λi

)n−1

− nλn−1
j ≥ 0

かつ g(λ = 0) = 0 より，題意は示された．（Cauchy-Schwarz の不等式みたいな定理があるんでしょうか？

知ってる人がいたら教えてください．）

（ii） n ≥ 2のとき前問の証明から，λj が 0でない有限の値で g(λ) = 0となるためには，まず
∂g

∂λj
(λ) = 0となる

ために λj 以外の固有値は全てゼロであることが必要である．このとき明らかに g(λ) = (λj)
n − λn

j = 0であ

るから，これで十分である．したがって，

λi = c δij , ( c ≥ 0 )

が求める条件である．
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第 2問
1.

f(t) =
(

f1(t)
f2(t)

)
, A(t) =

(
a(t) b(t)
b(t) c(t)

)
などとおくと，

iḟ = Af , −iḟ † = f †A† , i
d

dt
f †f = · · · = f †(A − A†)f = 0

2.

U =

(
ei

R t
0 a(τ)dτ 0
0 ei

R t
0 c(τ)dτ

)
, f̃ = Uf

とおくと，

i
˙̃
f = U(iḟ)+iU̇f = UAf−U

(
a 0
0 c

)
f = U

(
0 b
b 0

)
U†f̃ =

(
0 b(t)ei

R t
0 (a(τ)−c(τ))dτ

b(t)e−i
R t
0 (a(τ)−c(τ))dτ 0

)
f̃

3.

ḟ = −ib0

(
0 1
1 0

)
f ⇔ f(t) = exp

(
−ib0

(
0 1
1 0

)
t

)
f(0) =

(
cos(b0t) −i sin(b0t)

−i sin(b0t) cos(b0t)

)
f(0)

4.

f(t) = exp
(
−i

∫ t

−∞
b(τ)dτ

(
0 1
1 0

))
f(−∞) =

 cos
(∫ t

−∞ b(τ)dτ
)

−i sin
(∫ t

−∞ b(τ)dτ
)

−i sin
(∫ t

−∞ b(τ)dτ
)

cos
(∫ t

−∞ b(τ)dτ
) f(−∞)

5. ∫ ∞

−∞
b(τ)dτ = ωβ

∫ ∞

−∞

cos z

z2 + z2
0

dz = ωβ
π

z0ez0
=

πβ

t0eωt0(
∵

∫ ∞

−∞

cos z

z2 + z2
0

dz =
∫ ∞

−∞

eiz

z2 + z2
0

dz =
∫

C

eiz

(z − iz0)(z + iz0)
dz = 2πi

e−z0

(iz0 + iz0)
=

π

z0ez0

)
途中 z0 = ωt0 とおいた．なお，C は「実軸 +上半円」ととった．小問 4の結果と合わせて，直ちに

|f1(+∞)|2 = cos2
(

πβ

t0eωt0

)
, |f2(+∞)|2 = sin2

(
πβ

t0eωt0

)
を得る．
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