


























平成 21年度物理学解答例

渡辺悠樹

2009年 6月 13日

まだ自信ないところもいくつかあるので，より良い解答を思いついた人は教えてください m(__)m

第 1問
1.（i） 略

（ii） 略

（iii） ||(∆P + ix∆Q)|ψ〉||2 = 〈ψ|(∆Q)2|ψ〉x2 − 〈ψ|R|ψ〉x + 〈ψ|(∆P )2|ψ〉 ≥ 0より，(判別式)≤ 0から．

2. 固有値は +
~
2
,−~

2
．対応する固有ベクトルはそれぞれ |n; +〉 =

(
cos(θ/2)

sin(θ/2)

)
，|n;−〉 =

(
− sin(θ/2)

cos(θ/2)

)
3. 〈n;±|sz|n;±〉 = ±~

2
cos θ（複合同順）

4. [sz, sx] = i~sy に対して，〈ψ|(∆sz)2|ψ〉〈ψ|(∆sx)2|ψ〉 =
3~4

44
．一方，

1
4
〈ψ|~∆sy|ψ〉2 = 0．確かに，

〈ψ|(∆sz)2|ψ〉〈ψ|(∆sx)2|ψ〉 ≥ 1
4
〈ψ|~∆sy|ψ〉2

になっている．

5. 〈u, v|
(
sA(a) + sB(b)

)
|u, v〉 = 〈u|sA(a)|u〉 + 〈v|sB(b)|v〉 だから，それぞれを最大にする

|u〉A = |a; +〉 = cos(θa/2)| ↑〉A + sin(θa/2)| ↓〉A , |v〉B = |b; +〉 = cos(θb/2)| ↑〉B + sin(θb/2)| ↓〉B

のときに最大
~
2

+
~
2

= ~になることは明らか．この状態は，

|u, v〉 = cos(θa/2) cos(θb/2)| ↑, ↑〉+cos(θa/2) sin(θb/2)| ↑, ↓〉+sin(θa/2) cos(θb/2)| ↓, ↑〉+sin(θa/2) sin(θb/2)| ↓, ↓〉

と表せて，これが答え．

数人に質問を受けたため，追記します．

まず，上記の解答で省いた部分を補います．基底を

{ |a; +〉 ⊗ |b; +〉 , |a; +〉 ⊗ |b;−〉 , |a;−〉 ⊗ |b; +〉 , |a;−〉 ⊗ |b;−〉 }

ととると，

sA(a) ⊗ IB + IA ⊗ sB(b)
.
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となるので，この期待値を最大にする状態は，

|a; +〉 ⊗ |b; +〉 .
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でいいわけです．これを指示された基底で書き換えたのが答えになっています．

この問題では sA(a)と sB(b)が用いられて，一見するとかなり一般的に考えなければならないような気がしますが，実

は a，bの方向に改めて z 軸を選びなおしたと考えれば sA(ez) + sB(ez)の期待値の最大値を求める問題なので，さらに

見通し良く解答できると思います．

6. 定義にしたがって計算すると，

〈ψ|sA(a)sB(b)|ψ〉

=
1
2

(
〈↑ |sA| ↑〉〈↓ |sB | ↓〉 − 〈↑ |sA| ↓〉〈↓ |sB | ↑〉 − 〈↓ |sA| ↑〉〈↑ |sB | ↓〉 + 〈↓ |sA| ↓〉〈↑ |sB | ↑〉

)
= −~2

4
cos(θa − θb)
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第 2問
1. フェルミオン：電子，ボソン：光子 とか．

2. いつもやるように，軌道波動関数，spin波動関数をそれぞれ対称・反対称にしておいて，両者の積が対称または反

対称になるようにする．

3. 固有状態と固有エネルギーは，nx, ny, nz を整数として，

ψ(x, y, z)nx,ny,nz = exp
(

2πi

L
(nxx + nyy + nzz)

)

Enx,ny,nz =
~2

2m

(
2π

L

)2

(n2
x + n2

y + n2
z)

と表せる．spinは無視するように言われているが，少し気持ち悪いので一応 g（ここでは g = 1）を入れておくと，

D(E) =
gV

(2π)2

(
2m

~2

)3/2 √
E

4. フェルミ気体：フェルミエネルギー εF まで 1準位に 1個ずつ粒子がつまっていく．

N =
∫ εF

0

D(E)dE =
gV

(2π)2

(
2m

~2

)3/2 2
3
ε
3/2
F

E =
∫ εF

0

D(E)EdE =
gV

(2π)2

(
2m

~2

)3/2 2
5
ε
5/2
F

この辺々を割り算して，
E

N
=

3
5
εF を得る．また第一式より εF =

~2

2m

(
6π2

g

N

V

)2/3

だから，

E = N
3
5

~2

2m

(
6π2

g

N

V

)2/3

ボソン気体：全粒子が ε = 0の状態に全て落ち込む．E = 0

5. 結果のみ．

Ξ =

{
Π∞

i=1

(
1 − e−β(εi−µ)

)−1
(boson)

Π∞
i=1

(
1 + e−β(εi−µ)

)
(fermion)

6. 与えられた式から，

〈ni〉 =

∑
ni

nie
−β(εi−µ)ni∑

n e−β(εi−µ)n
=

1
β

∂

∂µ
ln Ξi =

{(
eβ(εi−µ) − 1

)−1
(boson)(

eβ(εi−µ) + 1
)−1

(fermion)

図は略．階段関数とそのちょっとなまったやつ．

7. 〈ni〉が正であるためには µ ≤ 0でなければならない．BECのときは，N0 =
(
e−βµ − 1

)−1
がマクロな量になるこ

とから，µ ' −kBT
1

N0
となり，熱力学極限（N → ∞）では化学ポテンシャル µは 0になる．図は略．
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第 3問
1. 式を示すだけでいいようなので，導出は略．

重心系の定義式： m1v1 + m2v2 = 0

重心系での弾性散乱の条件： v2 = v′
2

2. 重心の速度を VCOM とすると，

VCOM =
m1

m1 + m2
V1

(
−1
0

)
, v′

2 =
m1

m1 + m2
V1

(
cos ψ
− sin ψ

)
だから，

V ′
2 = VCOM + v′

2 =
m1

m1 + m2
V1

(
cos ψ − 1
− sinψ

)
, ε =

m2

2
V ′2

2 =
m1

2
V 2

1

m1m2

(m1 + m2)2

(
2 sin

ψ

2

)2

3.
L =

m

2
(ṙ2 + r2φ̇2) − U(r)

4. Euler-Lagrange eqs.
d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= 0 ⇒ mr̈ = mrφ̇2 − ∂U(r)

∂r

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= 0 ⇒ d

dt
(mr2φ̇) = 0

5. bの定義より，mr2φ̇ = const. = mbV1．これと r に関する Euler-Lagrange eqより，エネルギー保存

m

2
ṙ2 +

mb2V 2
1

2r2
+ U(r) =

m

2
V 2

1

を得る．ここから，

r = r0 + 0のとき， ṙ+ = V1 cos θ

r = r0 − 0のとき， ṙ− = V1

√
n2 − sin2 θ

となるので，0 ≤ sin θ ≤ nと n ≤ sin θ ≤ 1の場合分けが必要となる．（条件 0 < U0 <
m

2
V 2

1 より，0 < n < 1が

保証される．）
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■0 ≤ sin θ ≤ nのとき

粒子 1は r ≤ r0 まで進入できる．力を受けるのはポテンシャルが変化する r = r0 の時だけであり，それ以外では

等速度直線運動となる．さらに r = r0 を横切る際，ポテンシャルからの力は中心力で，ṙは ṙ+ から ṙ−（またはそ

の逆）へと変化するが，角度方向の速さは不変（rφ̇ = V1 sin θ）であることに注意すると，

sin
(

ψ

2
+ θ

)
=

sin θ

n
∴ ψ = 2arcsin

(
sin θ

n

)
− 2θ

が導ける（図 1）．

vΘ = V1 sinΘ

vΘ = V1 sinΘ

vr = V1 cosΘ Θ

vr = V1 n2 - sin2 Θ

n V1

V1

Ψ/2+Θ

図 1 散乱角 ψ と θ の関係．散乱の前後で動径方向の速度のみが変化する．

Ψ/2+Θ

Θ

-2 -1 0 1 2

0.5

1.0

1.5

2.0

図 2 0 ≤ sin θ ≤ nのときの散乱の様子

なお，ここで求めた散乱角 ψ と θ の関係を図 4に plotした．
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■n ≤ sin θ ≤ 1のとき

このときは粒子 1は r ≤ r0まで進入できないため，散乱の様子は明らかに図 3のようになり，散乱角は ψ = π−2θ

となる．

Θ

-2 -1 0 1 2

0.5

1.0

1.5

2.0

図 3 n ≤ sin θ ≤ 1のときの散乱の様子

6. θn = arcsin nとおく．小問 2の結果より，

ε =
m1

2
V 2

1

m1m2

(m1 + m2)2

(
2 sin

ψ

2

)2

であり，また小問 5の結果より 0 ≤ ψ ≤ π − 2θn であるので（図 4参照），

εmax =
m1

2
V 2

1

m1m2

(m1 + m2)2

(
2 sin

π − 2θn

2

)2

=
m1

2
V 2

1

m1m2

(m1 + m2)2
4(1 − n2)

0
Π

4

Π

2
Θn

Θ

Π

2

Π

Π - 2Θn

Ψ

図 4 散乱角 ψ と θ の関係．θn = arcsin nとおいた．
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第 4問

1. 1 − v/c ' 1
2

(
0.94 GeV
7.0TeV

)2

= 9.0 × 10−9

2.

p1 =
(

m
0

)
, p2 =

(
E0

p

)
, pCOM

1 =
(

ECOM

pCOM

)
, pCOM

2 =
(

ECOM

−pCOM

)
として，次の Lorentz不変量を考える．

(p1 + p2)µ(p1 + p2)µ = (m + E0)2 − p2 = 2ECOM , p µ
2 p2µ = E2

0 − p2 = m2

ここに，ECOM = 7.0TeVである．これらより，

E0 =
(2ECOM)2

2m
− m = 1.0 × 105 TeV

と前代未聞の衝突器が必要になることが分かる．

3. 与えられた式と数値で計算するだけ．R = · · · = 2.8km

4. E = 100GeVのとき，

p

M
=

√(
E

m

)2

− 1 ' 1000GeV ⇒ −dE

dx
= 2.2 MeVg−1cm2

と読み取ることができる．よって，

−∆E = 2.2 MeVg−1cm2 × 8.0 g cm−3 × 100 cm = 1.8GeV

5. ` = Rθ =
p

eB
θ だから，p =

eB`

θ
．したがって，∆p =

eBl∆θ

θ2
．これと ∆θ ∝

√
`

p
から，

∆p

p
∝ B `

3
2 p−2

と評価できる．

6. • 原子核に散乱されることによる制動放射（by Jackie♥）
• muon自体が崩壊してしまう（by NaI jugglerさん）

• 磁場の不安定性・不均一（by Mr.線形応答さん）

などが考えられるそうです．
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第 5問
1. 端子 1と 4を定電流源に，端子 2と 3を電圧計につなげばよい．電圧計には電流は流れないと理想的に考えるな

ら，端子 1,4間を流れる電流は定電流源で調節でき，また端子 1,4間の電位差は電圧計で調べられるので，Ohm’s

lawから抵抗が分かる．このように測定した結果には回路の余計な抵抗 Rc は影響しないから．

2. 実際には電圧計にも電流が流れるので，それを iとし，定電流電源からの電流を I と書くと，端子 1,4の間に流れ

る電流は I − iとなる．Kirchhoff’s voltage lawから，1次までで i ' R0

Rz
I が得られるので，

Rexp =
V

I
=

(I − i)R0

I
= R0

(
1 − R0

Rz

)
∴ Rexp − R0

R0
' R0

Rz

3. 端子 1と 4に定電流源をつなぎ，端子 2と 3に可変定電圧源と電流計を直列につなぐ．可変定電圧源の出力を調節

して，電流計の読みが 0になったときの可変定電圧源のかけている電圧が，端子 1,4間の電位差を与える．このと

き，可変定電圧源には電流が流れていないので，Rc の寄与は除かれている．

4. 端子 1と 4に定電流源を，端子 2と 6に電圧計をつなげばよい．端子 2と 6の電位差がホール電圧を与える．内部

抵抗（Rz → ∞）の電圧計で測定するので，電圧計に流れる電流は考えなくてよいため，回路の余計な抵抗 Rc の

寄与もないとしてよい．

5. 与えられたデータから計算するだけ．j =
100µA

2.0mm × 0.50mm
，EH =

12µV
2.0mm

となどから，n = 5.2 × 1022m−3

6. 問題文の図 2(b)の直線 14の傾きを cとする．

• 半直線 21

VH = a(Bext + BM ) = aBext + V0 より，BM =
V0

a
= const.

• 半直線 43

同様に，VH = a(Bext + BM ) = aBext − V0 より，BM = −V0

a
= const.

• 線分 41

VH = a(Bext + BM ) = c(Bext − B0) + aB0 より，BM =
c − a

a
(Bext − B0)

• 線分 23

同様に，VH = a(Bext + BM ) = c(Bext + B0) − aB0 より，BM =
c − a

a
(Bext + B0)

これを図示すると図 5のようになる．

図 5 Bext と BM の関係．変化する向きは問題文図 2(b)と同じ．
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第 6問
1. x0 ∼ y0 ∼ 6mm，λ =

2π

k
∼ 600nmのとき，

k
x2

0 + y2
0

2zs
¿ 2π ⇔ zs À 60m

この条件は狭い実験室では実現できないだろう．

2. 開口面上の半径 r0 =
√

x2
0 + y2

0 の円周上の点からの光の透過光の位相を，k
r2
0

2zs
だけ進めるように設計されていれ

ば良い．（すっごく自信ないので誰かちゃんとした答え教えて下さい．）

3. フラウンホーファー近似の条件を代入すると，

u(xs, ys) =
1
iλ

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x0, y0)

1
zs

exp
{

i
2π

λ

(
zs +

x2
s + y2

s

2zs
− xsx0 + ysy0

zs

)}
dx0dy0

=
1
iλ

1
zs

exp
{

i
2π

λ

(
zs +

x2
s + y2

s

2zs

)}∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
g(x0, y0) exp

{
− 2πi

(
xs

λzs
x0 +

ys

λzs
y0

)}
dx0dy0

∴ |u(xs, ys)|2 =
1

λ2z2
s

|G(fx, fy)|2

4. 定義通りに計算する．結果は，

G(fx, fy) =
g0a

2πify

(
e−iπ(fx−fy)asinc{(fx − fy)a} − e−iπ(fx+fy)asinc{(fx + fy)a}

)
5. G(−fx, fy)∗ = G(fx,−fy) = G(−fx,−fy)∗ = G(fx, fy)から論じる．図が描けないので後は略．

6. 前問で見た対称性だけでなく，オーダー評価も必要になる．ρ = a
√

f2
x + f2

y と置くと，

|G(fx, 0)| = g0a
2 sin πfxa

πfxa
∼ O(ρ−1)

|G(0, fy)| = g0a
2

(
sinπfya

πfya

)2

∼ O(ρ−2)

|G(fx, fx)| = |G(fx,−fx)| ' g0a
2 1√

2πρ
∼ O(ρ−1)

だから，選択肢 (d)が答えである．

図 6 直角三角形による Fraunhofer pattern
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